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Wymagania wstepne

Wiedza: Student rozpoczynajgcy ten przedmiot powinien posiada¢ wiedze z matematyki na poziomie
szkoty sredniej. Umiejetnosci: Powinien posiada¢ umiejetno$¢ rozwigzywania podstawowych zadan z
algebry i geometrii oraz umiejetnos¢ pozyskiwania informacji ze wskazanych zrodet. Kompetencje
spoteczne: Powinien rozumie¢ koniecznos¢ poszerzania swoich kompetencji, a w zakresie kompetencji
spotecznych przejawiaé takie cechy jak uczciwos¢, odpowiedzialnos¢, wytrwatosé, ciekawos¢ poznawczg,
kreatywno$¢, kulture osobistg, szacunek dla innych ludzi.



Cel przedmiotu

1. Przekazanie studentom podstawowej wiedzy z zakresu algebry i geometrii, w tym struktur
algebraicznych, rachunku macierzowego, rozwigzywania uktadéw rownan liniowych i geometrii
analitycznej. 2. Rozwijanie u studentow umiejetnosci rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych,
formutowania i rozwigzywania probleméw algebry liniowej i wykonywania operacji na macierzach,
rozwigzywanie problemow z geometrii analityczne;.

Przedmiotowe efekty uczenia sie

Wiedza:

1. ma rozszerzong i pogtebiong wiedze w zakresie matematyki obejmujgcg algebre, geometrie, elementy
analizy oraz elementy matematyki dyskretnej, w tym metody algebraiczne i metody numeryczne niezbedne
do opisu i analizy wlasnosci liniowych i podstawowych nieliniowych systeméw dynamicznych, opisu i
analizy wielko$ci zespolonych - [K_W1]

2. cd. opisu procesow losowych i wielko$ci niepewnych, opisu i analizy systemow logicznych
kombinacyjnych i sekwencyjnych, opisu algorytmow sterowania i analizy stabilnosci systemow
dynamicznych, opisu, analizy oraz metod przetwarzania sygnatow w dziedzinie czasu i czestotliwosci,
numerycznej symulacji systemow dynamicznych w dziedzinie czasu ciggtego i czasu dyskretnego - [K_W1]

Umiejetnosci:
1. potrafi pozyskiwac informacje z literatury, baz danych i innych zrédet takze w wybranym jezyku obcym -
[K_U1]

Kompetencje spoteczne:
1. rozumie potrzebe i zna mozliwosci ciggtego doksztatcania sie - odnoszenia kompetencji zawodowych,
osobistych i spotecznych, potrafi inspirowac i organizowac¢ proces uczenia sie innych oséb - [K_K1]

Metody weryfikacji efektow uczenia sie i kryteria oceny
Efekty uczenia sie przedstawione wyzej weryfikowane sg w nastepujgcy sposob:

Ocena formujgca:

a) w zakresie wyktadow:

na podstawie odpowiedzi na pytania dotyczgce materiatu oméwionego na poprzednich wyktadach,

b) w zakresie ¢wiczen:

na podstawie oceny biezgcego postepu realizacji zadan.

Ocena podsumowujgca:

a) w zakresie wyktadow weryfikowanie zatozonych efektow ksztatcenia realizowane jest przez:

i. ocene wiedzy i umiejetnosci wykazanych na egzaminie pisemnym o charakterze problemowym; egzamin
skfada sie z czterech zadan zawierajgcych po piec¢ polecen dotyczgcych zagadnien omawianych na
wyktadach i éwiczeniach; za odpowiedz na kazde pytanie mozna zdoby¢ 1 pkt, tgczna liczba punktéw za
prawidtowe odpowiedzi jest rowna 20 a do otrzymania oceny dostatecznej trzeba uzyska¢ minimum 10
punktow; przewiduje sie takze udziat w opracowywaniu internetowych materiatow dydaktycznych do
nauczania na odlegto$¢ w formie tzw. egzaminu roztozonego w czasie

ii. wyniki egzaminu, tzn. rozwigzania zadan z obszernymi wyjasnieniami sg udostepniane na stronie
internetowe;j.

b) w zakresie ¢wiczen weryfikowanie zatozonych efektow ksztatcenia jest realizowane przez:

i. ocenianie ciggte, na kazdych zajeciach (odpowiedzi ustne) - premiowanie przyrostu umiejetnosci
postugiwania sie poznang wiedzg

ii. ocene zdobytej wiedzy i umiejetnosci poprzez dwa kolokwia.

Uzyskiwanie dodatkowych punktéw za aktywnos¢ podczas zajec, w szczegolnosci za:

i. oméwienia dodatkowych aspektéw zagadnien,

ii. efektywnos¢ zastosowania zdobytej wiedzy podczas rozwigzywania zadanych problemow

iii. wskazywanie trudnosci percepcyjnych przez studentéw, umozliwiajgce biezgce doskonalenie procesu
dydaktycznego.

Tresci programowe

Program wyktadu obejmuje nastepujgce zagadnienia:
1. Wprowadzenie do algebry i geometrii (pojecie zbioru, zbiory liczb, wektory i macierze, dziatania
algebraiczne, dziatania modulo, dziatania na zbiorach, kwantyfikatory, iloczyn kartezjanski, zbiory



przeliczalne i nieprzeliczalne, pojecie relacji, relacje dwuargumentowe, zwrotnos¢, symetria i
przechodniosc relacji, relacje porzadkujgce i potporzadkujgce, relacje rwnowaznosciowe, pojecie
odwzorowania-relacja jednoznaczna, odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne, odwzorowanie odwrotne,
relacja rownolicznosci zbioréw, iloczyn odwzorowan, dziatania wewnetrzne i zewnetrzne, zgodnosc relacji z
dziataniem, struktury algebraiczne, geometryczne ilustracje uktadéw réwnan liniowych: interpretacja
wierszowa, interpretacja kolumnowa)

2. Ciato liczb zespolonych (definicja liczby zespolonej, posta¢ kanoniczna liczby zespolonej, dodawanie,
odejmowanie, mnozenie, dzielenie, sprzezenie, postac trygonometryczna liczby zespolonej, modut i
argument liczby zespolonej, wzory Eulera, wzér de Moivre"a, pierwiastki naturalnego stopnia, potegowanie
i logarytmowanie liczb zespolonych, zastosowania liczb zespolonych w elektrotechnice i w elektronice)

3. Pojecia podstawowe algebry liniowej (iloczyn skalarny wektoréw, rzut prostokgtny wektora na wektor,
rownanie linii prostej na ptaszczyznie, dodatnia strona prostej, réwnanie ptaszczyzny w przestrzeni 3D,
rownania linii prostej w przestrzeni 3D, punkt w przestrzeni 3D i na ptaszczyznie, pojecie hiperptaszczyzny
w przestrzeni nD, mnozenie macierzy przez wektor kolumnowy, mnozenie wektora wierszowego przez
macierz, zamiana wierszy lub kolumn - macierz permutacji, macierz jednostkowa, graficzne wyobrazenie
wektorow, wektory w przyrodzie i w technice, podstawowe dziatania na wektorach, mnozenie macierzy,
macierz odwrotna, wyznacznik macierzy kwadratowej)

4. Przestrzenie liniowe (wektorowe), przestrzen kolumnowa i przestrzen zerowa macierzy, redukcja
macierzy wedtug Gaussa-Jordana, dekompozycja LU, posta¢ schodkowa macierzy (pojecie przestrzeni
liniowej (wektorowej), pojecie podprzestrzeni, suma mnogosciowa (ztozenie) i iloczyn mnogosciowy
(czes¢ wspdlna) podprzestrzeni, okreslanie przestrzeni i podprzestrzeni za pomocg jednorodnych uktadéw
réwnan, przestrzen zerowa macierzy, przestrzen rozpieta na "peczku" wektoréw, liniowa zaleznosc i
niezaleznos¢ wektorow, baza i liczba wymiaréw przestrzeni liniowej, bazy naturalne, wymiar przestrzeni
liniowej, przestrzen kolumnowa macierzy, eliminacja metodg Gaussa - elementy osiowe, redukcja macierzy
wedtug Gaussa-Jordana, obliczanie macierzy odwrotnej metodg Gaussa-Jordana, dekompozycja LU,
rownowazne ukfady réwnan -elementarne operacje wierszowe, metoda eliminacji wedtug Gaussa,
wierszowa posta¢ schodkowa (row echelon form) macierzy, rzgd macierzy, kolumny osiowe i swobodne,
zmienne osiowe i swobodne, rozwigzywanie réwnania A x = 0, zredukowana wierszowa posta¢ schodkowa
(reduced row echelon form) macierzy, macierz przestrzeni zerowej)

5. Cztery fundamentalne przestrzenie macierzy (baza przestrzeni liniowej - przypomnienie, wymiar
przestrzeni liniowej - przypomnienie, przyktady baz, iloczyn skalarny wektorow - przypomnienie, réwnania
punktow, prostych i ptaszczyzn, dwa sposoby okreslania podprzestrzeni, okreslanie (pod)przestrzeni za
pomocg baz - przyktady, okreslanie (pod)przestrzeni za pomocg rownan - przyktady, cztery fundamentalne
przestrzenie macierzy: przestrzen kolumnowa, przestrzeh zerowa, przestrzen wierszowa, lewa przestrzen
zerowa macierzy, relacje miedzy przestrzeniami, informacje dodatkowe dla zaawansowanych: liniowe
przeksztatcenia przestrzeni liniowych, obraz i jadro przeksztatcenia liniowego)

6. Uktady rownan liniowych czyli rownanie macierzowe (réwnanie macierzowe jako problem odwrotny,
interpretacja wierszowa - uktad rownan liniowych, interpretacja kolumnowa - rownanie wektorowe, istnienie
i jednoznacznos$c¢ rozwigzan uktadow réwnan liniowych a przestrzen kolumnowa i przestrzen wierszowa
macierzy, macierz rozszerzona, jednorodny uktad rownan liniowych, warunki istnienia rozwigzan uktadu
rownan liniowych, niejednorodny uktad réwnan liniowych, rozwigzywanie ukfadu n rownan z n
niewiadomymi, rozwigzania rownania Ax=b - analiza przypadkow, twierdzenie Kroneckera-Capellego,
wyznacznik macierzy kwadratowej - przypomnienie, minory i rzgd macierzy, uktad n rébwnan z n
niewiadomymi - wzory Cramera)

7. Formutowanie réwnan macierzowych w naukach przyrodniczych i technicznych (grafy strukturalne a
grafy przeptywowe, twierdzenie Eulera, topologiczny dowdd twierdzenia Eulera, macierz incydencji,
przestrzen zerowa macierzy incydencji, zapis drugiego prawa Kirchhoffa za pomocg potencjatow
weztowych i macierzy incydenciji, rzgd macierzy incydencji, transponowana macierz incydencji i jej
przestrzen zerowa, zapis pierwszego prawa Kirchhoffa, pojecie pragdéw oczkowych, algebraiczny dowod
twierdzenia Eulera, analiza obwodu elektrycznego - metoda potencjatow weztowych, macierz
admitancyjna, przyktad analizy prostego obwodu elektrycznego, metoda prgdéw oczkowych, poréwnanie
metody pradoéw oczkowych z metodg potencjatéw weztowych, graf dualny)

8. Zmiana bazy, rzutowanie oraz problem najmniejszych kwadratow (wspotrzedne i sktadowe wektora -
powtorzenie, kolor jako wektor, liniowe przeksztatcenia przestrzeni liniowych, zmiana bazy, macierz
przeksztatcenia, przyktad zmiany bazy: transformacja RGB—YUV, koncepcja rzutowania przestrzeni na
podprzestrzen, rzutowanie na podprzestrzen rozpietg na podzbiorze wektorow aktualnej bazy, przyktad
rzutowania: zmiana obrazu kolorowego na obraz w skali szarosci, macierz rzutujgca, rzutowanie obrazu
kolorowego na ptaszczyzne chrominancji, rzutowanie przestrzeni na podprzestrzen rozpietg na podzbiorze
nowej bazy, rzut prostokgtny wektora na wektor, rzut prostokatny przestrzeni na podprzestrzen kolumnowg
macierzy, rozwigzywanie réwnania Ax=b, ktére nie ma rozwigzan (metoda



najmniejszych kwadratéw), regresja liniowa)
9. Wektory, bazy i macierze ortogonalne, dekompozycja QR (jakie obiekty algebraiczne moga by¢
ortogonalne? iloczyn skalarny (wewnetrzny) wektoréw - powtorka, wektory ortogonalne i ortonormalne,
baza standardowa, przyktady macierzy ortogonalnych, macierz Hadamarda, transformacje ortogonailne,
rotatory i reflektory, rotator Givensa i wtasnosci rotatoréw, idea dekompozycji QR i jej realizacja za pomocg
rotatoréw, rzut prostokgtny wektora na wektor (projektor) - powtorka, reflektro Householdera i wiasnosci
reflektroréw, zastosowanie reflektroréow do dekompozycji QR, ortogonalizacja Grama-Schmidta,
dekompozycja QR metodg Grama-Schmidta, dekompozycja QR w zagadnieniu najmniejszych kwadratow)
10. Wartosci i wektory wiasne macierzy (skalary i wektory - przypomnienie, przestrzenie liniowe -
przypomnienie, przeksztatcenia liniowe - przypomnienie, wielkie réwnanie algebry, wektory wtasne i
wartosci wlasne macierzy, geometryczna krotno$¢ wartosci wtasnej, przyktady wyznaczania wartosci i
wektorow wiasnych, wyznacznik i slad macierzy czyli iloczyn i suma wartosci wiasnych, rownanie
charakterystyczne macierzy, algebraiczna krotno$¢ wartosci wtasnej, wartosci wlkasne macierzy tréjkatnych,
macierze symetryczne, pojecie przestrzeni wtasnej wartosci wtasnej macierzy, relacje miedzy krotnosciami
algebraicznymi i geometrycznymi, macierze proste i wadliwe, przyktady przeksztatcen liniowych)

11. Wartosci wkasne macierzy a stabilnos¢ uktadéw dynamicznych (pokazy eigshow w srodowisku Matlab,
dyskretny (cyfrowy) uktad dynamiczny - macierz stanu, stan ustalony, jak bije serce macierzy? stabilnos¢
dyskretnego uktadu dynamicznego, diagonalizacja macierzy, potegowanie macierzy, macierz
asymptotycznie stabilna, macierze diagonalizowalne i niediagonalizowalne, cigg Fibonacciego, uktad
liniowych réwnan rézniczkowych, rozwigzanie ogélne uktadu liniowych réwnan rézniczkowych,
stabilno$¢ uktadu liniowych réwnan rézniczkowych, macierze podobne)

12. Macierze dodatnio okreslone, dekompozycja macierzy wedtug Choleskiego, macierze podobne
(warto$ci i wektory wtasne macierzy symetrycznych, diagonalizacja macierzy symetrycznych, macierze
symetryczne i hermitowskie ("fadne" macierze), macierze dodatnio okreslone ("piekne" macierze), definicja
energetyczna macierzy dodatnio okreslonej, pasywne systemy fizyczne, macierze dodatnio okreslone,
poétokreslone i nieokreslone, forma kwadratowa, konstrukcja macierzy dodatnio okres$lonej,
Choleskiego metoda dekompozyciji, macierze podobne i "brzydkie" macierze, forma Jordana, bloki Jordana
i twierdzenie Jordana)

13. Wartosci szczegdlne (SVD - kolejna dekompozycja macierzy), macierze pseudoodwrotne
(przeksztatcanie wektora przez macierz, przeksztatcanie zestawu ortonormalnych wektoréw przez macierz,
opcja SVD w pokazie eigshow w srodowisku Matlab, rozktad za pomocg wartosci szczegdélnych - SVD
(singular value decomposition), separacja sygnatdw akustycznych za pomocg SVD, rozktad SVD macierzy
dodatnio okreslonej, przeszukiwanie stron internetowych (algorytm HITS), lewo- i prawostronna macierz
odwrotna, macierz pseudoodwrotna Moore"a-Penrose"a)
14. Wrazliwo$¢ systemow liniowych na btedy pomiarowe i obliczeniowe (btedy pomiarowe, obliczeniowe i
wrazliwos$¢ uktadow rownan, normy wektoréw, normy macierzy - wkasnos¢ konsystenciji (dla macierzy
kwadratowych), normy: Frobeniusa, operatorowa, p-tej potegi i norma spektralna macierzy, norma
kolumnowa i norma wierszowa, uktad réwnan liniowych z zaburzonym wektorem wyrazéw wolnych,
wrazliwo$¢ uktadu rownan liniowych - wskaznik uwarunkowania macierzy (liczba kondycyjna macierzy),
maksymalne i minimalne wydtuzenie wektora przez macierz, macierze zle uwarunkowane, efekty
zaburzenia macierzy wspoétczynnikow)
15. Macierze unitarne, DFT, dekompozycja Schura (iloczyn skalarny wektoréw o elementach zespolonych,
macierze unitarne, liczby zespolone w elektrotechnice - wskazy, fale w obwodzie elektrycznym, moc
padajgca, odbita i transmitowana, bezstratny obwdéd elektryczny, unitarna transformacja sygnatu, dyskretna
transformacja Fouriera - DFT (discrete Fourier transformation), dekompozycja Schura, macierze
nilpotentne)
Program ¢wiczen audytoryjnych obejmuje materiat z wyktadow ze szczegoinym uwzglednieniem
nastepujgcych zagadnien:
. Struktury algebraiczne
. Ciato liczb zespolonych
. Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych metodg Gaussa
. Rachunek macierzowy, macierz odwrotna
. Dekompozycja LU oraz dekompozycja Choleskiego
. Przestrzenie liniowe, posta¢ schodkowa macierzy, przestrzen zerowa
. Kompletne rozwigzanie uktadu rownan liniowych
. Grafy strukturalne i macierz incydencji

. Rzutowanie i metoda najmniejszych kwadratow
10 Ortogonalnosg, ortogonallzaqa Grama-Schmidta, dekompozycja QR
11. Wyznacznik macierzy, wzory Cramera
12. Wartosci i wektory wiasne oraz stabilno$é systemow dynamicznych
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13. Macierze dodatnio okreslone, macierze podobne
14. SVD i macierz pseudowodwrotna
15. Wrazliwosc¢ systeméw liniowych

Metody dydaktyczne

1. Wyktad: prezentacja multimedialna, prezentacja ilustrowana przyktadami podawanymi na tablicy,
rozwigzywanie zadan, pokaz multimedialny, demonstracja
2. Cwiczenia audytoryjne: rozwigzywanie zadan, ¢wiczenia praktyczne, dyskusja
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Bilans naktadu pracy przecietnego studenta

Godzin ECTS
taczny naktad pracy 125 5,00
Zajecia wymagajace bezposredniego kontaktu z nauczycielem 66 3,00
Praca wtasna studenta (studia literaturowe, przygotowanie do zajec 59 2,00
laboratoryjnych/¢wiczen, przygotowanie do kolokwidéw/egzaminu,
wykonanie projektu)




